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Στο βιβλίο αυτό, για πρακτικούς λόγους 
χρησιµοποιούµε τα πιο κάτω σύµβολα, για τις διάφορες κατηγορίες των 
θεµάτων της αξιολόγησης. 
 

 
 Σύµβολο Ορισµού 
 Σύµβολο Θεωρηµάτων 
 Σύµβολο Συµπερασµάτων , Σχολίων , Πορισµάτων κ.λ.π. 
 Σύµβολο Για κάθε θέµα διατύπωσης θεωρίας, στις εξετάσεις 

 
 Σύµβολο Συµπλήρωσης  
 Σύµβολο Σωστού – Λάθους 
 Σύµβολο Επιλογής 
 Σύµβολο Αντιστοίχισης 

 
 
Να παρατηρήσουµε ότι τα σύνολα αριθµών στο βιβλίο αυτό, για πρακτικούς λόγους 

γράφονται µε µία κάθετη γραµµή και όχι µε δύο, όπως είναι κανονικά. 
Για παράδειγµα το σύνολο I R  , το γράφουµε σαν R 

 

 
 
Καλή  επιτυχία  στις εξετάσεις  ! 
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Πραγµατική συνάρτηση  
 

1.1 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε συνάρτηση f  από το Α  στο  Β   
Απάντηση 
 

Λέµε συνάρτηση f  από Α  για Β  και συµβολίζουµε ΒA:f →  
κάθε διαδικασία f  
µε την οποία κάθε στοιχείο x  του A  
αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο y  του Β  

 

 

 
Στοιχεία συναρτήσεων 

1.2 Θα ασχοληθούµε µε συναρτήσεις στις οποίες το σύνολο Α  

που λέγεται πεδίο ορισµού της συνάρτησης, είναι υποσύνολο του συνόλου R   
των πραγµατικών αριθµών, ενώ το B  συµπίπτει µε το R  

και αυτές λέγονται πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής  

και τις οποίες στο εξής θα τις λέµε απλώς συναρτήσεις. 
 

• Το )x(f  λέγεται τιµή της f  στο x  

Το γράµµα x  που συµβολίζει οποιοδήποτε στοιχείο του Α  
ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή 
ενώ το y  που παριστάνει την τιµή της συνάρτησης στο x  και εξαρτάται από  

την τιµή του x , λέγεται εξαρτηµένη µεταβλητή. 
 
• Η τιµή της συνάρτησης εκφράζεται συνήθως µε έναν αλγεβρικό τύπο 
και τότε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι το “ευρύτερο” υποσύνολο του R  
στο οποίο το )x(f  έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού. 

• Η συνάρτηση συµβολίζεται συνήθως µε ένα από τα µικρά γράµµατα f , g ,h  κτλ. 

του λατινικού ή του ελληνικού αλφαβήτου. 
 

• Το γράµµα που χρησιµοποιείται σαν µεταβλητή συνάρτησης, είναι συνήθως το x  
αλλά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και οποιοδήποτε άλλο. 
 
 

  
 
 

Α R

x
f(x)y=

®
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Πράξεις συναρτήσεων 

1.3 Έστω δύο συναρτήσεις f , g  που ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο A  

Ορίζουµε τις συναρτήσεις  

• Το άθροισµα  gfS +=  , µε )x(g)x(f)x(S +=  , Ax∈  

• Η διαφορά gfD −=  , µε )x(g)x(f)x(D −=  , Ax∈  

• Το γινόµενο gfP ⋅=    , µε )x(g)x(f)x(P ⋅=   , Ax∈  

• Το πηλίκο 
g
fR =      , µε 

)x(g
)x(f)x(R =          , όπου Ax∈  και 0)x(g ≠  

 

Γραφική παράσταση συνάρτησης 

1.4 Έστω µια συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α  

Γραφική παράσταση ή καµπύλη της f  σε ένα σύστηµα συντεταγµένων Oxy  

λέγεται το σύνολο των σηµείων ( ))x(f(,xM  για όλα τα Ax∈  

Εποµένως ένα σηµείο )y,x(M  του επιπέδου των αξόνων, ανήκει στην καµπύλη  

της f , µόνο όταν )x(fy = , η οποία και καλείται εξίσωσης της γραφικής παράστασης. 

 
Βασικές συναρτήσεις 

1.5 Γραφικές παραστάσεις βασικών συναρτήσεων.  

xf(x) =       2xf(x) =        
x
1f(x) =                    xe)x(f =         xln)x(f =  

 
 
 
 
 

Ευθεία             Παραβολή        Υπερβολή                     Εκθετική                Λογαριθµική   
 
 

ηµx)x(f =                                                                      xυνσ)x(f =                      
 

                                      
 

 

 

Ηµιτονοειδής                                                                        Συνηµιτονοειδής 
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Ο

0ex >
Rx∈
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Ο

0x>
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ – ΑΚΡΟΤΑΤΑ  
Γνήσια αύξουσα  

1.6 Να αναφέρετε πότε λέµε ότι µία συνάρτηση f  είναι  

γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆  του πεδίου ορισµού της. 
Απάντηση 

Η f  λέγεται γνησίως αύξουσα στο ∆  

όταν για κάθε ∆x,x 21 ∈  µε 21 xx <  είναι )x(f)x(f 21 <     

Γνήσια φθίνουσα 

1.7 Να αναφέρετε πότε λέµε ότι µία συνάρτηση f  είναι 
γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆  του πεδίου ορισµού της. 
 

Απάντηση 

Η f  λέγεται γνησίως φθίνουσα στο  ∆  

όταν για κάθε ∆x,x 21 ∈  µε 21 xx <  είναι )x(f)x(f 21 >     
 

Μία συνάρτηση γνήσια αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα, λέγεται γνήσια µονότονη. 
  

Έστω f  µία συνάρτηση µε πεδίο ορισµού A     
Τοπικό µέγιστο 

1.8 Να αναφέρετε πότε λέµε ότι η συνάρτηση f  

παρουσιάζει στο Ax1 ∈  τοπικό µέγιστο.  
Απάντηση 

Η f  λέµε ότι παρουσιάζει στο Ax1 ∈  τοπικό µέγιστο 

αν υπάρχει περιοχή  του 1x  ώστε )x(f)x(f 1≤  για κάθε σηµείο x  της περιοχής. 

Αν )x(f)x(f 1≤  για κάθε Ax ∈ , το τοπικό µέγιστο λέγεται ολικό µέγιστο. 
 

Τοπικό ελάχιστο 

1.9 Να αναφέρετε πότε λέµε ότι η συνάρτηση f   

παρουσιάζει στο Ax2 ∈  τοπικό ελάχιστο.  
Απάντηση 

Η f  λέµε ότι παρουσιάζει στο Ax2 ∈  τοπικό ελάχιστο  

αν υπάρχει περιοχή του 2x  ώστε )x(f)x(f 2≥  για κάθε σηµείο x  της περιοχής. 

Αν )x(f)x(f 2≥  για κάθε Ax ∈ , το τοπικό ελάχιστο λέγεται ολικό ελάχιστο. 

Τα µέγιστα και τα ελάχιστα, τοπικά ή ολικά, λέγονται ακρότατα.  

 

  ∆ 
  x  

  y

f (x2)

f (x1)

Ο x2 x1 

 

f (x1)
f (x2)

  x  

  y

  ∆ 
Ο x2 x1

 
 
 

 Cf  

f(x1)
 f(x)

 x 

 y

 x1  x Ο

 
 
 
 

 Cf  
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 x 
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Όταν θέλουµε να µελετήσουµε τη συµπεριφορά µιας συνάρτησης f   
 

σε ένα σηµείο οx , στο οποίο παρουσιάζεται «πρόβληµα», προσεγγίζουµε το ox   

και αυτή η προσεγγιστική τιµή γράφεται σαν )x(flim
oxx→

 

 
Ιδιότητες ορίων  

1.10 Έστω οι συναρτήσεις f  και  g   οι οποίες στο ox   

έχουν όρια πραγµατικούς αριθµούς και έστω ότι 1
oxx

)x(flim l=
→

 , 2
oxx

)x(glim l=
→

   

( ) 21
oxx

)x(g)x(flim ll +=+
→

     ( ) 21
oxx

)x(g)x(flim ll=
→

   
2

1

l

l
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→ )x(g

)x(flim
oxx

, 2l ≠ 0 

( ) 1
oxx

k)x(kflim l=
→

 cc  lim
oxx

=
→

 , Rc ∈  

( ) ν
1

ν

oxx
)x(flim l=

→
     ν

1
ν

oxx
)x(flim l=

→
, 1l ≥ 0 

 
Συνέχεια  

1.11 Να αναφέρετε πότε η συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού  A  

λέγεται συνεχής στο Α   

Απάντηση 
 

Μία συνάρτηση f  
µε πεδίο ορισµού A  λέγεται συνεχής 
 

αν για κάθε Axο ∈  ισχύει )x(f)x(flim ο
οxx

=
→

 

 

Γεωµετρική ερµηνεία  

1.12 Χαρακτηριστικό γνώρισµα µιας συνεχούς συνάρτησης σε ένα κλειστό 

διάστηµα, είναι ότι η γραφική της παράσταση είναι µια συνεχής καµπύλη 
δηλαδή για το σχεδιασµό της δε χρειάζεται να σηκώσουµε το µολύβι από το χαρτί. 
 

Συνέχεια βασικών συναρτήσεων  

1.13 Αποδεικνύεται ότι οι γνωστές µας συναρτήσεις, πολυωνυµικές 

τριγωνοµετρικές, εκθετικές, λογαριθµικές, αλλά και όσες προκύπτουν 
από πράξεις µεταξύ αυτών είναι συνεχείς συναρτήσεις. 
  

  

)x(flim)x(f
oxxo

→
=

oxO

®
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ΗΗ  ΕΕΝΝΝΝΟΟΙΙΑΑ  ΤΤΗΗΣΣ  ΠΠΑΑΡΡΑΑΓΓΩΩΓΓΟΟΥΥ  

 
Η έννοια της εφαπτόµενης 

1.14 Έστω f  µία συνάρτηση  

και ( ))x(f,xA οο   

ένα σηµείο της γραφικής παράστασης fC  

Έστω ένα σηµείο ( ))hx(f,hxM οο ++  

µε 0h ≠ , της γραφικής παράστασής της  
και η ευθεία AM  που ορίζουν τα σηµεία A , M  
 

Παρατηρούµε ότι καθώς το h  τείνει στο 0 , η τέµνουσα AM  
 

φαίνεται να παίρνει µια οριακή θέση ε  
 

την οποία ονοµάζουµε εφαπτοµένη της fC  στο A  
 

Επειδή η κλίση της τέµνουσας AM  είναι ίση µε εφφ
h

)x(f)hx(f oο =
−+

 
 

είναι λογικό να αναµένουµε ότι η εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο ( ))x(f,xA οο  
 

θα έχει κλίση την τιµή του ορίου  
h

)x(f)hx(f
lim oο

0h

−+
→

, όταν αυτό υπάρχει 

και παριστάνει την εφω   
 

 

Παράγωγος σε σηµείο  
 

1.15 Να αναφέρετε πότε λέµε  

ότι η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο ox  του πεδίου ορισµού της.  
 

Απάντηση 

Η συνάρτηση f  λέµε ότι  
είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο οx  του πεδίου ορισµού της 

αν υπάρχει το όριο 
h

)x(f)hx(f
lim oο

0h

−+
→

 και είναι πραγµατικός αριθµός. 

 

Το όριο αυτό λέγεται παράγωγος της f  στο ox , συµβολίζεται µε )x(f o′   

και διαβάζεται f  τονούµενο του ox  

 

        
 
      
 
 
 
 
 
 
 oxΟ

φω

ε
M

)x(f o
Α

)x(f)hx(f o =+

hxx o +=

®
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Ρυθµός µεταβολής 

1.16 Ο παράγωγος )x(f o′  εκφράζει το ρυθµό µεταβολής της y)x(f =   

ως προς x  στο ox  

 
 
 
Μη παραγωγίσιµες συναρτήσεις 

1.17 Υπάρχουν και συναρτήσεις  

οι οποίες δεν έχουν παράγωγο σε ένα σηµείο. 

Όπως είναι για παράδειγµα 

η συνάρτηση |x|)x(f =  στο σηµείο 0xο =  

Γιατί όταν 0h < , έχουµε 
h

)0(f)h0(flim
0h

−+
→

1
h
hlim

0h
−=

−
=

→
 

ενώ όταν 0h > , έχουµε 1
h
hlim

h
)0(f)h0(flim

0h0h
==

−+
→→

 

που σηµαίνει ότι δεν υπάρχει το όριο 
h

)0(f)h0(flim
0h

−+
→

 

 
 
 

Μη ύπαρξη ορίου  

1.18 Να αναφέρουµε ότι ένα όριο µπορεί να µην είναι πραγµατικό. 

 
Για παράδειγµα 

θεωρούµε τη συνάρτηση 
|x|

1)x(f =  ορισµένη στο *R  

Όταν το x  παίρνει τιµές που τείνουν στο 0  

θα είναι +∞==
→→ |x|

1lim)x(flim
0x0x

 

και τότε θα λέµε ότι το όριο απειρίζεται. 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

 y 

 x 

|x|)x(f =

Ο

 

 |x|
1y =  

 x 

 y 

®
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Στιγµιαία ταχύτητα 

1.19 Ας θεωρήσουµε ένα σώµα Σ  που κινείται κατά µήκος ενός άξονα  

και έστω ότι )t(SS =  η συνάρτηση θέσης του κινητού 

που καθορίζει την τετµηµένη του σώµατος τη χρονική στιγµή t  

 
 

 
Υποθέτουµε ότι κάποια στιγµή οt  το Σ  βρίσκεται στη θέση οM   

και ότι µετά από παρέλευση χρόνου 0h ≠ , δηλαδή τη στιγµή htt o +=  

βρίσκεται στο  θέση M  
 

Στο διάστηµα από ot  έως hto +  …πλάτους h  
 

η µετατόπιση του κινητού είναι ίση µε )t(S)ht(S oo −+   
 

 Μέση ταχύτητα του Σ   

σ’ αυτό το χρονικό διάστηµα ονοµάζουµε την 
Xρόνος

Mετατόπιση
h

)t(S)ht(S
u οo
_

=
−+

=  

 Στιγµιαία ταχύτητα )t(u o  ή απλά ταχύτητα, τη χρονική στιγµή ot  

ονοµάζουµε το όριο του λόγου της µεταβολής της τετµηµένης του κινητού προς  
την αύξηση του χρόνου, καθώς η τελευταία τείνει προς το µηδέν 
χωρίς στην πραγµατικότητα να γίνεται ίση µε το µηδέν. 

∆ηλαδή, ονοµάζουµε το όριο της µέσης ταχύτητας καθώς το h  τείνει στο 0   

∆ηλαδή )t(S
h

)t(S)ht(S
lim)t(u o

οo
0ho ′=

−+
=

→
 

Aν το Σ  δεν κινείται, τότε 0
h

)t(S)ht(Slim)t(u
0h

=
−+

=
→

 

Αν το Σ  κινείται προς τα δεξιά (+), τότε 0
h

)t(S)ht(Slim)t(u
0h

>
−+

=
→

 

Aν το Σ  κινείται προς τα αριστερά (-), τότε 0
h

)t(S)ht(Slim)t(u
0h

<
−+

=
→

 

  
  

 

 x=S(t) 

 M 

 O  S(tο)  S(tο+h) 

 Mο 

®
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ΠΠΑΑΡΡΑΑΓΓΩΩΓΓΟΟΣΣ  ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΗΗ  
 
Παράγωγος συνάρτηση  
 

1.20 Να αναφέρετε πως ορίζεται η παράγωγος συνάρτηση f ′  της f   

 

Απάντηση 

Έστω η συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού το A   
Η συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το σύνολο AB ⊆   

στο οποίο η f  είναι παραγωγίσιµη και µε τύπο )x(fy ′=  

λέγεται πρώτη παράγωγος της f  και συµβολίζεται µε f ′  

ώστε το κάθε Bx ∈  να αντιστοιχίζεται στο 
h

)x(f)hx(flim)x(fy
0h

−+
=′=

→
 

 

Παράγωγος ανώτερης τάξης  

1.21 Η παράγωγος της f ′ , λέγεται δεύτερη παράγωγος της f   

και συµβολίζεται µε f ′′  
 

Τελικά ανάλογα ορίζεται η τρίτη παράγωγος, η τετάρτη παράγωγος κ.λ.π. 
 
 

Να τονίσουµε ότι είναι )t(u)t(s =′  και )t(α)t(s)t(u =′′=′  …α : Επιτάχυνση. 

 
Στη συνέχεια 
θα γνωρίσουµε µερικούς κανόνες που διευκολύνουν τον υπολογισµό της παραγώγου  
πιο πολύπλοκων συναρτήσεων. 

 
Παράγωγος σταθερής συνάρτησης  

1.22  Η παράγωγος της c)x(f =  µε Rc ∈ , είναι η 0)c()x(f =′=′  

Απόδειξη 

Έστω η συνάρτηση c)x(f =  

Είναι 0cc)x(f)hx(f =−=−+  

Για 0h ≠  είναι 0
h

)x(f)hx(f
=

−+  

Οπότε  0
h

)x(f)hx(flim
0h

=
−+

→
 

Άρα 0)c( =′  

 

  

c cy =

®
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Παράγωγος ταυτοτικής   

1.23  Η παράγωγος της x)x(f = , είναι η 1)x()x(f =′=′  

Απόδειξη 

Έστω η συνάρτηση x)x(f =  

Είναι hx)hx()x(f)hx(f =−+=−+  

Για 0h ≠ , είναι 1
h
h

h
)x(f)hx(f

==
−+  

Εποµένως 11lim
h

)x(f)hx(flim
0h0h

==
−+

→→
 

Άρα 1)x( =′  

 
Παράγωγος βασικής παραβολής 

1.24  Η παράγωγος της 2x)x(f = , είναι η x2)x()x(f 2 =′=′  

Απόδειξη 

Έστω η συνάρτηση 2x)x(f =  

Είναι )x(f)hx(f −+ 22 x)hx( −+=  

      222 xhxh2x −++=  

      2hxh2 +=    

      )hx2(h +=  

Για 0h ≠  είναι hx2
h

h)hx2(
h

)x(f)hx(f
+=

+
=

−+  

Εποµένως x2)hx2(lim
h

)x(f)hx(flim
0h0h

=+=
−+

→→
 

Άρα x2)x( 2 =′  

1.25 Γενικότερα είναι  1νν xν)x( −=′ , όπου ν : Φυσικός. , Rx ∈  

  
1ρρ xρ)x( −=′ , όπου ρ : Ρητός αριθµός  , *Rx +∈  

 

Για παράδειγµα: ( )
x2

1x =
′

, µε 0x >  

 

  

xy =

 
2xy =

®
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Βασικές παραγωγίσεις 

1.26   xσυν)xηµ( =′ , Rx ∈    xηµ)xσυν( −=′ , Rx ∈  

      
xx e)e( =′       , Rx ∈     

x
1)x(ln =′          , 0x >  

 
Στη συνέχεια, θα δούµε κανόνες παραγώγισης στις πράξεις συναρτήσεων. 
 

Παράγωγος γινοµένου συνάρτησης µε αριθµό 

1.27  ( ) )x(fc)x(cf ′=′ , Rc ∈  

Απόδειξη 

Έστω η συνάρτηση )x(cf)x(F =  

Είναι ( ))x(f)hx(f c)x(cf)hx(cf)x(F)hx(F −+=−+=−+  

Για 0h ≠  είναι  
( )

h
)x(f)hx(fc

h
)x(f)hx(f c

h
)x(F)hx(F −+

=
−+

=
−+  

Εποµένως )x(fc
h

)x(f)hx(fclim
h

)x(F)hx(Flim
0h0h

′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=
−+

→→
 

Άρα ( ) )x(fc)x(fc ′⋅=′⋅  
 

Παράγωγος αθροίσµατος συναρτήσεων 

1.28  ( ) )x(g)x(f)x(g)x(f ′+′=′+  

Απόδειξη 

Έστω η συνάρτηση )x(g)x(f)x(F +=  

Είναι )x(F)hx(F −+  )x(g)x(f)hx(g)hx(f −−+++=  
           )x(g)hx(g)x(f)hx(f −++−+=  

Για 0h ≠  είναι  
h

)x(F)hx(F −+  
h

)x(g)hx(g
h

)x(f)hx(f −+
+

−+
=  

Εποµένως )x(g)x(f
h

)x(g)hx(glim
h

)x(f)hx(flim
h

)x(F)hx(Flim
0h0h0h

′+′=
−+

+
−+

=
−+

→→→
 

Άρα ( ) )x(g)x(f)x(g)x(f ′+′=′+  
 

®
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Παραγωγίσεις άλλων πράξεων  

1.29     ( ) )x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f ′⋅+′=′⋅  

   

)x(g
)x(g)x(f)x(g)x(f

)x(g
)x(f

2
′⋅−⋅′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

   ( )( ) ( ) )x(g)x(gf)x(gf ′⋅′=′  

Για παράδειγµα: 
xσυν

1)xεφ( 2=′  

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ  
 

Κριτήριο µονοτονίας 

1.30   Αν µια συνάρτηση f   είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆  

 και ισχύει 0)x(f >′  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆  

η f  θα είναι γνησίως αύξουσα στο ∆  
 

  Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆   
 και ισχύει 0)x(f <′  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆  

η f  θα είναι γνησίως φθίνουσα στο  ∆  
 

Κριτήριο ακρότατων  

1.31   Αν για µια συνάρτηση f   

 ισχύουν 0)x(f ο =′  για )β,α(xο ∈  

 0)x(f >′  στο )x,α( ο  και 0)x(f <′  στο )β,x( ο  

η f  θα παρουσιάζει στο διάστηµα )β,α(  για οxx =  µέγιστο. 

 
  Αν για µια συνάρτηση f   
 ισχύουν 0)x(f ο =′  για )β,α(xο ∈  

 0)x(f <′  στο )x,α( ο  και 0)x(f >′  στο )β,x( ο  

η f  θα παρουσιάζει στο διάστηµα )β,α(  για οxx =  ελάχιστο. 
 

Γενικότερα, αν η f  µηδενίζεται µόνο σε ένα σηµείο ενός ανοικτού διαστήµατος 
και γίνεται αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν αυτού, τότε αυτό είναι και το µοναδικό 
ολικό ακρότατο. 
 

 
 y 

 O 

x 
 xo 

f́ (xo)<0 

f́ (xo)=0 

f́ (xo)>0 
 

 
 

 O 

 y 

 x 

f́ (xo)=0 

f (́xo)>0 f́ (xo)<0 

 xo 

®
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ΣΣ  ΤΤ  ΑΑ  ΤΤ  ΙΙ  ΣΣ  ΤΤ  ΙΙ  ΚΚ  ΗΗ                                                                                                                                                                                                                                        ..              
 

Εισαγωγή 
Τι είναι η στατιστική  

2.1 Στατιστική είναι ένα σύνολο αρχών και µεθοδολογιών  

για • το σχεδιασµό της διαδικασίας συλλογής δεδοµένων         (Σχεδιασµός πειραµάτων) 

 • τη συνοπτική και αποτελεσµατική παρουσίασή τους        (Περιγραφική στατιστική) 

 • την ανάλυση και εξαγωγή αντίστοιχων συµπερασµάτων. (Επαγωγική στατιστική) 
 

Οι έρευνες σε ανθρώπινους πληθυσµούς, ονοµάζονται δηµοσκοπήσεις. 
 

ΒΑΣΙΚΕΣ  ΕΝΝΟΙΕΣ 
 

Πληθυσµός - Μεταβλητές 

2.2  • Πληθυσµός είναι ένα σύνολο του οποίου εξετάζουµε τα στοιχεία του 

ως προς ένα ή περισσότερα χαρακτηριστικά του.  
• Τα στοιχεία του πληθυσµού λέγονται και µονάδες ή άτοµα του πληθυσµού. 
 

• Το χαρακτηριστικό ως προς το οποίο εξετάζουµε έναν πληθυσµό 
το οποίο είναι καλά ορισµένο, λέγεται µεταβλητή. 
Συνήθως το συµβολίζουµε µε το κεφαλαίο γράµµα Χ  
 

• Από τη διαδοχική εξέταση των ατόµων του πληθυσµού 
ως προς ένα χαρακτηριστικό τους, προκύπτει µια σειρά από δεδοµένα 
τα οποία µπορεί να είναι και ταυτόσηµα 
που λέγονται στατιστικά δεδοµένα ή παρατηρήσεις. 
 

• Οι δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει µια µεταβλητή, λέγονται τιµές  
της µεταβλητής. 
 

Είδη µεταβλητών 

2.3 Τις µεταβλητές τις διακρίνουµε: 

• Σε ποιοτικές ή κατηγορικές και είναι οι µεταβλητές που οι τιµές τους  
δεν είναι αριθµοί. 
• Σε ποσοτικές και είναι οι µεταβλητές που οι τιµές τους είναι αριθµοί 
και µάλιστα αυτές διακρίνονται:  • Σε διακριτές µεταβλητές  

που παίρνουν µόνο “µεµονωµένες” τιµές 
• Σε συνεχείς µεταβλητές, που µπορούν  
να πάρουν οποιαδήποτε τιµή ενός διαστήµατος 
πραγµατικών αριθµών )β,α(  

 

®
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Συλλογή  Στατιστικών  ∆εδοµένων 
Απογραφή  

2.4 Ένας τρόπος για να πάρουµε τις απαραίτητες πληροφορίες  

που χρειαζόµαστε για κάποιο πληθυσµό, είναι να εξετάσουµε όλα τα άτοµα 
(στοιχεία) του πληθυσµού ως προς το χαρακτηριστικό που µας ενδιαφέρει.  
Η µέθοδος αυτή συλλογής των δεδοµένων καλείται απογραφή. 
 

Αντιπροσωπευτικό δείγµα  

2.5 Ονοµάζουµε δείγµα ενός πληθυσµού µια µικρή οµάδα του. 

Ένα δείγµα θεωρείται αντιπροσωπευτικό ενός πληθυσµού 
αν έχει επιλεγεί κατά τέτοιο τρόπο ώστε κάθε άτοµο του πληθυσµού 
να έχει την ίδια δυνατότητα να επιλεγεί. 
∆ειγµατοληψία  

2.6 Οι αρχές και οι µέθοδοι για τη συλλογή και ανάλυση δεδοµένων  

από πεπερασµένους πληθυσµούς, είναι το αντικείµενο της δειγµατοληψίας 
που αποτελεί τη βάση της Στατιστικής.  
 

ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
Στατιστικοί πίνακες 

2.7 Η παρουσίαση των δεδοµένων σε πίνακες, γίνεται µε την κατάλληλη 

τοποθέτηση των πληροφοριών σε γραµµές και στήλες, µε τρόπο που  
να διευκολύνεται η σύγκριση των στοιχείων και η καλύτερη ενηµέρωση  
του αναγνώστη, σχετικά µε τη δοµή του πληθυσµού που ερευνάµε. 
Οι πίνακες διακρίνονται στους: 
• Γενικούς πίνακες, οι οποίοι περιέχουν όλες τις πληροφορίες που προκύπτουν 
από µία στατιστική έρευνα (συνήθως µε αρκετά λεπτοµερειακά στοιχεία) και 
αποτελούν πηγές στατιστικών πληροφοριών στη διάθεση των επιστηµόνων-
ερευνητών, για παραπέρα ανάλυση και εξαγωγή συµπερασµάτων. 
• Ειδικούς πίνακες, οι οποίοι είναι συνοπτικοί και σαφείς. 
Τα στοιχεία τους συνήθως έχουν ληφθεί από τους γενικούς πίνακες. 
 

Κάθε πίνακας που έχει κατασκευαστεί σωστά πρέπει να περιέχει: 
Τον τίτλο, που γράφεται στο επάνω µέρος του πίνακα και δηλώνει το περιεχόµενο. 
Τις επικεφαλίδες των γραµµών και στηλών, που δείχνουν τις µονάδες µέτρησης. 

Το κύριο σώµα (κορµό), που περιέχει τα στατιστικά δεδοµένα. 
Την πηγή, που γράφεται στο κάτω µέρος και δείχνει την προέλευση των στοιχείων. 

 

®
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Πίνακες κατανοµής συχνοτήτων  
 

Απόλυτη συχνότητα  

2.8 Να αναφέρετε τι λέµε απόλυτη συχνότητα iν  της τιµής ix   

Απάντηση 

Έστω οι τιµές κ21 x,...,x,x  µιας µεταβλητής Χ  ενός δείγµατος µεγέθους ν , νκ ≤  

Ο φυσικός iν  που δείχνει πόσες φορές εµφανίζεται η τιµή ix  της µεταβλητής Χ    

στο σύνολο των παρατηρήσεων, ονοµάζεται (απόλυτη) συχνότητα iν  της ix   

• Είναι  vν...νν κ21 =+++  

 
Σχετική συχνότητα  

2.9 Να αναφέρετε τι λέµε σχετική συχνότητα if  της τιµής ix   

Απάντηση 

Σχετική συχνότητα if  της τιµής ix , λέγεται το πηλίκο 
ν
νf i

i = , κ,...,2,1i =  

 

Εκατοστιαία σχετική συχνότητα  

2.10 Να αναφέρετε τι λέµε εκατοστιαία σχετική συχνότητα %fi  της τιµής ix   

Απάντηση 

Εκατοστιαία σχετική συχνότητα %fi , λέγεται το ii f100%f ⋅= , κ,...,2,1i =  

 
Βασικές ιδιότητες  

2.11  Έστω οι τιµές κ21 x,...,x,x  µιας µεταβλητής Χ , ενός δείγµατος µεγέθους  

ν , µε νκ ≤  

Είναι       1f0 i ≤≤     

  1f...ff κ21 =+++   ...όπου κ,...,2,1i =     
 

Απόδειξη 

    Επειδή νν0 i ≤≤  είναι 
ν
ν

ν
ν

ν
0 i ≤≤  ⇔  1f0 i ≤≤  για κ,...,2,1i =  

  Είναι    1
ν
ν

ν
ν...νν

ν
ν

...
ν
ν

ν
ν

f...ff κ21κ21
κ21 ==

+++
=+++=+++   

 

Είναι φανερό ότι %100%f...%f%f κ21 =+++   

 

®
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Πίνακες συχνοτήτων 

2.12 Το σύνολο των ζευγών )ν,x( ii  δίνει την κατανοµή συχνοτήτων 

το σύνολο των )f,x( ii  δίνει την κατανοµή σχετικών συχνοτήτων. 

…Όµοια ορίζουµε και την κατανοµή εκατοστιαίων σχετικών συχνοτήτων. 
 

Τα πιο πάνω, αν κωδικοποιηθούν σε πίνακες, δίνουν τους αντίστοιχους  
τους πίνακες κατανοµής συχνοτήτων ή απλά τους πίνακες συχνοτήτων. 
 
 
 
Αθροιστικές συχνότητες  

2.13 Να αναφέρετε τι λέµε αθροιστική συχνότητα iΝ  της τιµής ix   

Απάντηση 

Έστω οι τιµές κ21 x,...,x,x  µιας ποσοτικής µεταβλητής X  που είναι σε αύξουσα 

διάταξη.  
Λέµε αθροιστική συχνότητα της ix , τον αριθµό i21i ν...ννN +++= , κ,...,2,1i =     
 

 

Η iΝ  εκφράζει το πλήθος των παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες της ix  
 

Είναι φανερό ότι: 11 Nν =  , 122 NNν −=  , … , 1κκκ NNν −−=  
 
 
 
 

Σχετικές αθροιστικές συχνότητες  

2.14 Να αναφέρετε τι λέµε σχετική αθροιστική συχνότητα iF  της ix   

Απάντηση 

Έστω οι τιµές κ21 x,...,x,x  µιας ποσοτικής µεταβλητής X  που είναι σε αύξουσα 

διάταξη. 
Λέµε αθροιστική σχετική συχνότητα της ix , το i21i f...ffF +++= , µε κ,...,2,1i =     
 

 

Η iF  εκφράζει το ποσοστό των παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες της ix  

Είναι φανερό ότι 11 Ff =  , 122 FFf −=  , ... , 1κκκ FFf −−=  
 

Συχνά οι iF  πολλαπλασιάζονται  επί 100 , εκφραζόµενες έτσι επί τοις εκατό 

δηλαδή ii F100%F =  

 

®
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Γραφική παράσταση κατανοµής συχνοτήτων. 
Γραφικές παραστάσεις  

2.15 Τα στατιστικά δεδοµένα παρουσιάζονται πολλές φορές και υπό µορφή 

γραφικών παραστάσεων ή διαγραµµάτων. 
Οι γραφικές παραστάσεις παρέχουν πιο σαφή εικόνα του χαρακτηριστικού  
σε σχέση µε τους πίνακες, είναι πολύ πιο ενδιαφέρουσες και ελκυστικές 
χωρίς βέβαια να προσφέρουν περισσότερη πληροφορία από εκείνη που περιέχεται 
στους αντίστοιχους πίνακες συχνοτήτων.  
Επί πλέον µε τα διαγράµµατα διευκολύνεται η σύγκριση µεταξύ οµοειδών 
στοιχείων για το ίδιο ή για διαφορετικά χαρακτηριστικά.  
 

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι γραφικής παρουσίασης, ανάλογα µε το είδος  
των δεδοµένων που έχουµε. 
 

Όπως οι πίνακες, έτσι και τα στατιστικά διαγράµµατα πρέπει να συνοδεύονται  
Από   Τον τίτλο.  
 Την κλίµακα µε τις τιµές των µεγεθών που απεικονίζονται. 
 Το υπόµνηµα που επεξηγεί συνήθως τις τιµές της µεταβλητής.  
 Την πηγή των δεδοµένων. 
 
 
 

Ραβδόγραµµα 

2.16 Το Ραβδόγραµµα  

χρησιµοποιείται  
για την παράσταση των τιµών µιας ποιοτικής µεταβλητής. 
 
Το ραβδόγραµµα αποτελείται από ορθογώνιες στήλες 
που οι βάσεις τους βρίσκονται συνήθως πάνω στον xx ′  
Σε κάθε τιµή αντιστοιχεί µια ορθογώνια στήλη, της οποίας το ύψος  
είναι ίσο µε την αντίστοιχη συχνότητα για το ραβδόγραµµα συχνοτήτων  
ή µε την σχετική συχνότητα για το ραβδόγραµµα σχετικών συχνοτήτων.  
Η απόσταση µεταξύ των στηλών και το µήκος των βάσεών τους καθορίζονται 
αυθαίρετα. 
 
 
Ο βάσεις τους µπορεί να βρίσκονται και στον άξονα yy′  
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∆ιάγραµµα συχνοτήτων 

2.17 Στην περίπτωση των ποσοτικών µεταβλητών 

κάνουµε το διάγραµµα συχνοτήτων. 
Αυτό µοιάζει µε το ραβδόγραµµα, αλλά αντί να χρησιµοποιούµε 
ορθογώνια, υψώνουµε σε κάθε ix  µία κάθετη γραµµή µε µήκος  

ίσο προς την αντίστοιχη συχνότητα. 
Υποθέτουµε ότι κ21 x...xx <<<  

Ενώνοντας τα σηµεία )ν,x( ii , παίρνουµε το πολύγωνο συχνοτήτων.  

Αυτό µας δίνει µία γενική ιδέα για τη µεταβολή της συχνότητας. 
Ανάλογα παίρνουµε και το διάγραµµα και πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων. 
 

Κυκλικό ∆ιάγραµµα 

2.18 Το κυκλικό διάγραµµα  

χρησιµοποιείται για τη γραφική παράσταση τόσο των ποιοτικών  
όσο και των ποσοτικών µεταβλητών  
όταν οι τιµές κ21 x,...,x,x  είναι σχετικά λίγες. 

Το κυκλικό διάγραµµα είναι ένας κυκλικός δίσκος 
χωρισµένος σε κυκλικούς τοµείς, ώστε τα εµβαδά ή τα τόξα αυτών  
να είναι ανάλογα προς τις αντίστοιχες συχνότητες iν  ή τις σχετικές συχνότητες if  

των τιµών ix  της µεταβλητής …µε κ,...,2,1i =  

Αν iα  είναι το αντίστοιχο τόξο ενός κυκλικού τοµέα, είναι i
o

o

ii f360
ν

360να ==    

Σηµειόγραµµα 

2.19 Όταν έχουµε λίγες παρατηρήσεις 

η κατανοµή τους µπορεί να περιγραφεί µε το σηµειόγραµµα   
 

όπου οι τιµές παριστάνονται γραφικά σαν σηµεία υπεράνω ενός οριζόντιου άξονα. 
 

Χρονόγραµµα 

2.20 Το χρονόγραµµα ή χρονολογικό διάγραµµα 

χρησιµοποιείται για την απεικόνιση  
µιας διαχρονικής εξέλιξης.  
Συνήθως ο xx ′  χρησιµοποιείται σαν άξονας µέτρησης  
του χρόνου και ο yy′  σαν άξονας µέτρησης της µεταβλητής. 
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Οµαδοποίηση παρατηρήσεων 

2.21 Οι πίνακες συχνοτήτων είναι δύσκολο να κατασκευαστούν 
όταν το πλήθος των τιµών µιας µεταβλητής είναι πολύ µεγάλο. 
Σ’ αυτές τις περιπτώσεις οµαδοποιούµε τις παρατηρήσεις σε µικρό πλήθος 
οµάδων που ονοµάζονται και κλάσεις και κάθε τιµή ανήκει σε µία µόνο κλάση.  
Εµείς θα ασχοληθούµε µε κλάσεις που έχουν το ίδιο πλάτος. 
 

Τα άκρα των κλάσεων καλούνται και όρια των κλάσεων. 
Η κάθε κλάση περιέχει το κάτω άκρο της αλλά όχι το πάνω άκρο.  
Οι παρατηρήσεις κάθε κλάσης )β,α[  …επειδή όπως λέµε θεωρούνται όµοιες 

αντιπροσωπεύονται από το κέντρο 
2
βα +  αυτής της κλάσης.  

Για την οµαδοποίηση των δεδοµένων, στην αρχή επιλέγουµε τον αριθµό κ   
των οµάδων ή κλάσεων. 
Το κ  συνήθως ορίζεται αυθαίρετα από τον ερευνητή σύµφωνα µε την πείρα του.  
Γενικά όµως µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως οδηγός ο παρακάτω πίνακας. 

Μέγεθος δείγµατος ν  κ  Μέγεθος δείγµατος ν  κ  
20<  

5020 −  
10050 −  
200100 −  

5  
6  
7  
8  

400200 −  
700400 −  
1000700 −  

1000≥  

9  
10  
11 
12  

Μετά προσδιορίζουµε το πλάτος των κλάσεων. 
Πλάτος c  µιας κλάσης, ονοµάζεται η διαφορά του κατωτέρου από το ανώτερο 

όριο της κλάσης.  
Ορίζουµε τώρα σαν εύρος R  του δείγµατος, τη διαφορά της µικρότερης 

παρατήρησης από τη µεγαλύτερη παρατήρηση του συνολικού δείγµατος. 
Για να κατασκευάσουµε ισοπλατείς κλάσεις µε πλάτος c  

διαιρούµε το εύρος R  δια του αριθµού των κλάσεων κ  
στρογγυλεύοντας αν χρειαστεί για λόγους διευκόλυνσης, πάντα προς τα πάνω  
όχι στρογγυλοποιώντας.  
Ξεκινάµε από την µικρότερη παρατήρηση ή λίγο πιο κάτω και προσθέτοντας κάθε 
φορά το c , δηµιουργούµε τις κ  κλάσεις, ώστε να περιλαµβάνουν όλες τις τιµές. 
Το πλήθος των παρατηρήσεων iν  που προκύπτουν από τη διαλογή για την κλάση  

i , καλείται συχνότητα της κλάσης αυτής ή συχνότητα της κεντρικής τιµής ix  

µε κ,...,2,1i =   
 

Έτσι αντί να µιλάµε για συχνότητες κλάσεων, θα µιλάµε και για συχνότητες 
κεντρικών τιµών και έτσι αναγόµαστε στα γνωστά των διακριτών µεταβλητών. 
 

®



 
 

Θεωρία                                                                                                                                                     21 

Γενική παιδεία                                                                                                                              Γ΄ Λυκείου 

Επ ιτρ έπ ετα ι  η  χρή ση  του εκπα ιδ ευ τ ικ ο ύ  υλ ικο ύ εν τό ς του  φ ρον τ ισ τη ρ ίο υ  

Παρουσίαση στατιστικών οµαδοποιηµένων δεδοµένων.  
Ιστόγραµµα συχνοτήτων   

2.22 Η παράσταση ενός πίνακα  

µε οµαδοποιηµένα δεδοµένα  
γίνεται µε το λεγόµενο ιστόγραµµα συχνοτήτων. 
Οριζόντια σηµειώνουµε τις κλάσεις µε κατάλληλη κλίµακα. 
 

Κατασκευάζουµε διαδοχικά ορθογώνια, λεγόµενα ιστοί, µε βάσεις ίσου πλάτους. 
Η βάση κάθε ιστού θα θεωρούµε ότι ισούται µε 1  (...δηλαδή µε ένα c ) 
Το ύψος θα είναι ίσο µε τη συχνότητα της κάθε κλάσης. 
Έτσι το εµβαδόν κάθε ιστού θα έχει εµβαδόν ίσο µε τη συχνότητα της κλάσης. 
Το άθροισµα των εµβαδών όλων των ορθογωνίων µας δίνει το µέγεθος v  
 

 Αν στο ιστόγραµµα συχνοτήτων  
θεωρήσουµε δύο ακόµη υποθετικές κλάσεις στην αρχή  
και στο τέλος µε συχνότητα 0  και ενώσουµε τα µέσα  
των πάνω βάσεων, σχηµατίζεται το πολύγωνο συχνοτήτων. 
Το εµβαδόν του χωρίου  που ορίζεται από το πολύγωνο συχνοτήτων και τον xx ′  
ισούται µε v  και αντίστοιχα µε 1  στο πολύγωνο σχετικών.  
 

 Ανάλογα κατασκευάζουµε  
και το ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων.   
Αν ενώσουµε τα δεξιά άκρα, όχι τα µέσα των πάνω βάσεων  
µε ευθύγραµµα τµήµατα, βρίσκουµε  το πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων. 
 

Καµπύλες συχνοτήτων 

2.23 Αν ο αριθµός των κλάσεων για µια συνεχή µεταβλητή  

είναι αρκετά µεγάλος …τείνει στο άπειρο 
οπότε το πλάτος των κλάσεων είναι αρκετά µικρό …τείνει στο 0 
τότε η πολυγωνική γραµµή συχνοτήτων, τείνει να πάρει τη µορφή µιας οµαλής 
καµπύλης που ονοµάζεται καµπύλη συχνοτήτων            ...Όπως δείχνει το σχήµα. 
 

Χαρακτηριστικές καµπύλες   
 
 
 

Κανονική.                Οµοιόµορφη.                       Ασύµµετρη              Ασύµµετρη          
                                                                                   µε θετική             µε αρνητική          
                                                                               ασυµµετρία.           ασυµµετρία. 
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ΜΕΤΡΑ ΘΕΣΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ  
Μέτρα θέσης 

2.24 Τα µέτρα θέσης µίας κατανοµής, είναι κάποια αριθµητικά µεγέθη  

που δίνουν τη θέση του “κέντρου” των παρατηρήσεων στον οριζόντιο άξονα.  
∆ηλαδή εκφράζουν την “κατά µέσο όρο” απόστασή τους από την αρχή των αξόνων 
Τα πιο συνηθισµένα µέτρα που χρησιµοποιούνται µόνο για ποσοτικές µεταβλητές  
είναι ο αριθµητικός µέσος ή µέση τιµή και η διάµεσος.  
 

Μέση τιµή ή αριθµητικός µέσος 
 

2.25 Να αναφέρετε τι λέµε µέση τιµή ή αριθµητικό µέσο 
_
x   

των παρατηρήσεων ενός δείγµατος. 
 

Απάντηση 

Έστω η µεταβλητή Χ  και το δείγµα µεγέθους v  µε παρατηρήσεις τις v21 t,...,t,t  

Ορίζουµε σαν µέση τιµή 
_
x  αυτών, τον αριθµό ∑

=

=
+++

=
ν

1i
i

ν21 t
ν
1

ν
t...ttx  

 

2.26 Αν οι τιµές της µεταβλητής Χ  είναι οι κ21 x,...,x,x , µε κ,...,2,1i =  

µε απόλυτες συχνότητες τις κ21 ν,...,ν,ν  και σχετικές συχνότητες τις κ21 f,...,f,f  

Τότε είναι και ∑∑∑
∑

∑
===

=

= ====
+++
+++

=
κ

1i
ii

κ

1i

ii
κ

1i
iiκ

1i
i

κ

1i
ii

κ21

κκ2211 fx
ν
νx

νx
ν
1

ν

νx

ν...νν
νx...νxνx

x  

2.27 Αν στις τιµές ν21 x,...,x,x δίνεται διαφορετική βαρύτητα ή έµφαση 

χρησιµοποιούµε  τον σταθµισµένο αριθµητικό µέσο ή σταθµικό µέσο. 
Αν σε κάθε τιµή ν21 x,...,x,x  δώσουµε διαφορετική βαρύτητα, που εκφράζεται  

µε τους λεγόµενους συντελεστές βαρύτητας ή στάθµισης ν21 w,...,w,w  

τότε ο σταθµικός µέσος βρίσκεται από 

∑

∑

=

==
+++
+++

= ν

1i
i

ν

1i
ii

ν21

νν2211

w

wx

w...ww
wx...wxwxx  

Μέση τιµή σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 

2.28 Εδώ θα θεωρούµε σαν τιµές, τις κεντρικές τιµές των κλάσεων. 
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∆ιάµεσος  
 

 

 

2.29 Να αναφέρετε τι λέµε διάµεσο δ  κάποιων ν  παρατηρήσεων. 
Απάντηση 

∆ιάµεσο δ  ενός δείγµατος v  παρατηρήσεων 
οι οποίες έχουν διαταχθεί σε αύξουσα σειρά  

ορίζουµε τη µεσαία παρατήρηση, όταν το v περιττός  
ή το ηµιάθροισµα των 2  µεσαίων παρατηρήσεων, όταν v  άρτιος.  
 
 
∆ιάµεσος σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 

2.30 Από το σηµείο εκείνο του ηµιάξονα yΟ   

των αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων 
που είναι το %50  των παρατηρήσεων 
φέρουµε την κάθετη σ’ αυτόν  
µέχρι να τµήσουµε το πολύγωνο  
αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων και  
και από εκεί την κάθετη στον ηµιάξονα xΟ   
και βρίσκουµε τον αριθµό δ  που αποτελεί τη διάµεσο. 
Η διάµεσος έχει αθροιστική σχετική συχνότητα %50%Fi =  

 
 

Σηµασία των µέτρων θέσης 

2.31 Η µέση τιµή, στην ουσία είναι ο γνωστός µας µέσος όρος. 

Από µόνος του δεν δίνει και σηµαντικές πληροφορίες, αφού δύο δείγµατα  
µε τον ίδιο µέσο όρο, µπορεί να συµπεριφέρονται διαφορετικά.  
Η διάµεσος, είναι ένα ακόµα µέτρο θέσης, το οποίο στην ουσία µας δείχνει µία 
«µέση τιµή» του «κέντρου των παρατηρήσεων» και είναι ανεξάρτητη από τα άκρα. 
 
 
 
 
 

Η διάµεσος είναι η τιµή που χωρίζει ένα σύνολο παρατηρήσεων σε δύο ίσα µέρη  
όταν οι παρατηρήσεις τοποθετηθούν σε αύξουσα σειρά. 
Ακριβέστερα 
η διάµεσος είναι η τιµή για την οποία το πολύ %50  των παρατηρήσεων  
είναι µικρότερες από αυτήν και το πολύ %50  των παρατηρήσεων 
είναι µεγαλύτερες από την τιµή αυτήν. 
 

 
 
 
 
 
 
 

%50

%Fi

δO ix
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Μέτρα διασποράς 

2.32 Τα µέτρα διασποράς ή µέτρα µεταβλητότητας 

είναι αριθµητικά µεγέθη που εκφράζουν τις αποκλίσεις των τιµών µιας µεταβλητής 
γύρω από τα µέτρα κεντρικής τάσης. 
Σπουδαιότερα είναι:  το Εύρος ή Κύµανση, η ∆ιακύµανση και η Τυπική απόκλιση. 
 

Εύρος ή κύµανση 
 

 

 

2.33 Να αναφέρετε τι λέµε εύρος ή κύµανση R  των παρατηρήσεων. 
Απάντηση 

Ορίζεται σαν η διαφορά της ελάχιστης από τη µεγαλύτερη παρατήρηση.  
 

Το εύρος είναι ένα αρκετά απλό µέτρο που υπολογίζεται εύκολα, δε θεωρείται όµως 
αξιόπιστο µέτρο διασποράς γιατί βασίζεται µόνο στις δυο ακραίες παρατηρήσεις. 
 
Εύρος σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 

2.34 Όταν έχουµε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 

το εύρος δίνεται από τη διαφορά του κατώτερου ορίου της πρώτης κλάσης από 
το ανώτερο όριο της τελευταίας κλάσης. 
 
∆ιακύµανση 

2.35 Να αναφέρετε τι λέµε διακύµανση ή διασπορά 2s  των παρατηρήσεων. 
 

Απάντηση 

Λέµε διακύµανση  ή διασπορά των παρατηρήσεων v21 t,...,t,t   
 

ν
)xt(...)xt()xt(s
2

ν
2

2
2

12 −++−+−
=  ή απλούστερα το ∑

=

−=
ν

1i

2
i

2 )xt(
ν
1s  

Η διακύµανση είναι η µέση τιµή του αθροίσµατος των τετραγώνων των αποκλίσεων 
των it  από τη x  

Επίσης 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−= ∑
∑

=

=
ν

1i

2ν

1i
i

2
i

2

ν

t
t

ν
1s , αν η µέση τιµή x  δεν είναι ακέραιος αριθµός. 

 

Αυτός ο τύπος, αν πρέπει να χρησιµοποιηθεί, θα δίνεται. 
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∆ιακύµανση σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα  

2.36  Όταν έχουµε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 

η διακύµανση ορίζεται από τη σχέση ∑
=

−=
κ

1i
i

2
i

2 ν)xx(
ν
1s   

    ή 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−= ∑
∑

=

=
κ

1i

2κ

1i
ii

i
2
i

2

v

vx

vx
v
1s     

όπου κ21 x,...,x,x  είναι τα κέντρα των κλάσεων µε  συχνότητες κ21 ν,...,ν,ν  

Αυτός ο τύπος, αν πρέπει να χρησιµοποιηθεί, θα δίνεται. 
 

Οι πιο πάνω τύποι µπορούν να εφαρµοστούν και σε µη οµαδοποιηµένα δεδοµένα. 
 

2.37 Η διακύµανση  

είναι µια αξιόπιστη παράµετρος διασποράς, αλλά έχει ένα µειονέκτηµα. 
Αυτή δεν εκφράζεται µε τις µονάδες µε τις οποίες εκφράζονται οι παρατηρήσεις. 
Να αναφέρουµε ότι η διακύµανση  
εκφράζεται µε το τετράγωνο της µονάδας µέτρησης των παρατηρήσεων.  
 

2.38  Η παράγωγος της c)x(f =  µε Rc ∈ , είναι η 0)c()x(f =′=′  
Βασικά για να υπολογίζαµε τη διασπορά των παρατηρήσεων v21 t,...,t,t  
έπρεπε να αφαιρούσαµε τη µέση τιµή από κάθε παρατήρηση, για να µπορούσαµε 
να βρούµε τον αριθµητικό µέσο των διαφορών αυτών. 

∆ηλαδή θα έπρεπε να βρίσκαµε το 
v

)xt(

v
)xt(...)xt()xt(

v

1i
i

v21
∑
=

−

=
−++−+−

 

Ο αριθµός όµως αυτός είναι ίσος µε µηδέν 
 

αφού 0xx
v
xv

v
t...tt

v
)xt(...)xt()xt( v21v21 =−=−

+++
=

−++−+−  

Έτσι εξαναγκαστήκαµε να θεωρήσουµε τις διαφορές στο τετράγωνο. 

 

 
Τυπική απόκλιση  
2.39 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε τυπική απόκλιση s  των παρατηρήσεων. 
Απάντηση 

Ονοµάζεται το 2ss =  
 

®
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Να τονίσουµε ότι  
η τυπική απόκλιση εκφράζεται µε την ίδια µονάδα µέτρησης µε τις παρατηρήσεις.  
 

Κανονική κατανοµή 

2.40  Έστω η καµπύλη συχνοτήτων που είναι κανονική ή περίπου κανονική 

Έστω x  η µέση τιµή και s  η τυπική απόκλιση των παρατηρήσεων.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Το %68     περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα )sx,sx( +−  

Το %95     περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα )s2x,s2x( +−  

Το %7,99   περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα )s3x,s3x( +−  

 
Είναι s6R ⋅≅   
Επίσης είναι δx =   

 
Ένα µέτρο για να συγκρίνουµε δύο δείγµατα ως προς τη µεταβλητότητα τους 
 

είναι ο συντελεστής µεταβολής ή συντελεστής µεταβλητότητας. 
 

 
 

Αποτελεί ένα µέτρο το οποίο µας βοηθά στη σύγκριση οµάδων τιµών, που είτε 
εκφράζονται σε διαφορετικές µονάδες µέτρησης, είτε εκφράζονται στην ίδια µονάδα 
µέτρησης, αλλά έχουν σηµαντικά διαφορετικές µέσες τιµές. 
 

∆ηλαδή αυτός παριστάνει ένα µέτρο σχετικής διασποράς. 
 

 

ss

%6 8%5,1 3
%1 5,0

%9 5

%7,9 9

%5,1 3
%1 5,0%3 5,2 %3 5,2

%1 0 0

s3x − s2x − sx − x sx + s2x + s3x +

®
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Συντελεστής µεταβολής η µεταβλητότητας  
 

 

2.41 Να αναφέρετε τι λέµε συντελεστή µεταβολής ή µεταβλητότητας CV  

των παρατηρήσεων. 
 

Απάντηση 
 

Λέµε συντελεστή µεταβολής ή συντελεστή µεταβλητότητας CV  

τον λόγο 
|x|

sCV =  , µε 0x ≠  

 
Σχόλια  

2.42 Σε περίπτωση που η µέση τιµή είναι αρνητική, θεωρούµε σαν 
x
sCV −=  

και στην περίπτωση που η µέση τιµή είναι 0 , τότε δεν ορίζουµε CV  
 
 

Ο συντελεστής µεταβολής  

συνήθως εκφράζεται επί τοις εκατό, δηλαδή θεωρούµε σαν %100
|x|

sCV ⋅=  

Είναι ανεξάρτητος από τις µονάδες µέτρησης 
και παριστάνει ένα µέτρο σχετικής διασποράς και όχι της απόλυτης διασποράς. 
 
 
 

Οµοιογενές δείγµα 

2.43 Ένα δείγµα είναι οµοιογενές, αν ο συντελεστής µεταβολής δεν ξεπερνά 

το 10% 
Όσο µικρότερο συντελεστή µεταβολής έχουµε, τόσο µεγαλύτερη, δηλαδή τόσο 
καλύτερη οµοιογένεια έχουµε. 
 

Συσχετισµός µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης σε γραµµικούς συνδυασµούς  

2.44    Αν cxy 11 +=  , cxy 22 += , ..., cxy νν +=  …όπου c  µια σταθερά.  

τότε cxy
_

+=  και  xy ss =  

                 Αν 11 cxy =     ,  22 cxy =     , ..., νν cxy =       …όπου c  µια σταθερά. 
τότε xcy ⋅=  και xy s|c|s =  
 

  
®
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ΠΠ  ΙΙ  ΘΘ  ΑΑ  ΝΝ  ΟΟ  ΤΤ  ΗΗ  ΤΤ  ΕΕ  ΣΣ                                                                                                                                                                                                                            ..              
 
∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ  ΧΩΡΟΣ – ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ 
 
 

Πειράµατα 
3.1 Κάθε πείραµα κατά το οποίο η γνώση των συνθηκών κάτω από τις οποίες 

εκτελείται, καθορίζει πλήρως το αποτέλεσµα λέγεται αιτιοκρατικό πείραµα. 
Υπάρχουν όµως και πειράµατα των οποίων δεν µπορούµε εκ των προτέρων  
να προβλέψουµε το αποτέλεσµα, µολονότι επαναλαµβάνονται 
φαινοµενικά τουλάχιστον, κάτω από τις ίδιες συνθήκες.  
Ένα τέτοιο πείραµα ονοµάζεται πείραµα τύχης. 
 
 

Περί ενδεχοµένων 

3.2 Έστω ένα πείραµα τύχης. 
  Όλα τα αποτελέσµατα που µπορούν να εµφανιστούν 
λέγονται δυνατά αποτελέσµατα ή δυνατές περιπτώσεις του πειράµατος. 
 

 Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσµάτων λέγεται δειγµατικός χώρος  
και συµβολίζεται συνήθως µε το γράµµα Ω  
Αν δηλαδή κ21 ω,...,ω,ω  είναι τα δυνατά αποτελέσµατα του πειράµατος τύχης 

τότε ο χώρος του πειράµατος είναι το σύνολο }ω,...,ω,ω{Ω κ21=  
 

 Το σύνολο που έχει σαν στοιχεία ένα ή περισσότερα αποτελέσµατα  
του πειράµατος, λέγεται ενδεχόµενο ή γεγονός. 
 

 Όταν το αποτέλεσµα ενός πειράµατος σε µια εκτέλεσή του είναι στοιχείο ενός 
ενδεχοµένου λέµε ότι το ενδεχόµενο αυτό πραγµατοποιείται  ή συµβαίνει. 
Γι’ αυτό τα στοιχεία ενός ενδεχοµένου λέγονται και ευνοϊκές περιπτώσεις. 
 

 Ένα ενδεχόµενο λέγεται απλό, όταν έχει ένα µόνο στοιχείο και σύνθετο 
αν έχει περισσότερα στοιχεία.  
 

 Ο χώρος Ω  είναι ενδεχόµενο βέβαιο ενδεχόµενο. 
Λέµε βέβαιο ενδεχόµενο αυτό που πραγµατοποιείται πάντοτε 
αφού όποιο και αν είναι το αποτέλεσµα του πειράµατος θα ανήκει στο Ω 
 

 Το κενό σύνολο ∅  είναι αδύνατο ενδεχόµενο. 
Λέµε κενό ενδεχόµενο αυτό που δεν πραγµατοποιείται ποτέ.  
 

 Το πλήθος των στοιχείων ενός ενδεχοµένου Κ συµβολίζεται µε )Κ(Ν  

 

®
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Πράξεις µε ενδεχόµενα 
Τοµή  

3.3 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε τοµή δυο ενδεχοµένων. 
 

Απάντηση 

Το ενδεχόµενο BA ∩  
που διαβάζεται “Α  τοµή Β “  ή  “Α  και Β  “ και  
πραγµατοποιείται  
όταν πραγµατοποιούνται συγχρόνως τα  Α , Β  
…αφού έχει σαν στοιχεία τα κοινά στοιχεία των Α  , Β  
Ένωση  

3.4 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε ένωση δυο ενδεχοµένων. 
Απάντηση 

 Το ενδεχόµενο BA ∪   
που διαβάζεται “ Α ένωση Β “  ή  “ Α  ή  Β  “ και   
πραγµατοποιείται  
όταν πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α , Β  
…αφού έχει σαν στοιχεία όλα τα στοιχεία των Α  , Β  
Συµπλήρωµα  

3.5 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου. 
Απάντηση 

Το ενδεχόµενο A′   
που διαβάζεται “ Συµπληρωµατικό του Α “ 
ή  “ όχι Α “  ή “ Αντίθετο του Α “  και  
πραγµατοποιείται όταν δεν πραγµατοποιείται το Α  
…αφού έχει σαν στοιχεία τα στοιχεία του Ω  που δεν ανήκουν στο Α  
 

∆ιαφορά  

3.6 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε διαφορά δυο ενδεχοµένων. 
Απάντηση 

Το ενδεχόµενο BA −  
 

διαβάζεται “ ∆ιαφορά του Β  από το Α “ και  
πραγµατοποιείται όταν πραγµατοποιείται το Α  αλλά όχι το Β  
…αφού έχει σαν στοιχεία τα στοιχεία του Α , αλλά όχι του Β  
 

Είναι φανερό ότι BA)BΑ(ΑBA ′∩=∩−=−  

 

 

Α

ΒΑ −

Β

Ω

 
 
 

 BA∩  

 Ω 

Α Β

 
 

 BA∪  

 Ω 

Α Β

 
 

 Ω 

Α

Α′

®
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Σύνθετα ενδεχόµενα  
3.7 Το ενδεχόµενο να πραγµατοποιείται  
 

ή µόνο το Α  ή µόνο το Β  
 

δηλαδή µόνο έναν από τα Α  και Β , είναι το )ΑΒ()BA( −∪−  

Να παρατηρήσουµε ότι: )ΑΒ()ΒΑ()ΒΑ(ΒΑ −∪∩∪−=∪  

 

Το ενδεχόµενο  
να µην πραγµατοποιείται κανένα από τα Α  και Β  
είναι το ενδεχόµενο )BA( ′∪  

Απλά, µε βάση τα διαγράµµατα Venn, είναι: ΒΑ)BA( ′∩′=′∪  ,  ΒΑ)BA( ′∪′=′∩  

Συνοπτικός πίνακας ενδεχοµένων  
3.8 Στον παρακάτω πίνακα τα Α ,Β  συµβολίζουν ενδεχόµενα ενός πειράµατος  

και το ω  ένα αποτέλεσµα του πειράµατος αυτού. 
Στην αριστερή στήλη του πίνακα αναγράφονται διάφορες σχέσεις για τα Α  και Β  
διατυπωµένες στην κοινή γλώσσα, και στη δεξιά στήλη αναγράφονται οι ίδιες σχέσεις 
αλλά διατυπωµένες στη γλώσσα των συνόλων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ασυµβίβαστα ενδεχόµενα 

3.9 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε ασυµβίβαστα ενδεχόµενα.  
 

Απάντηση 

∆ύο ενδεχόµενα Α ,Β   
λέγονται ασυµβίβαστα 
όταν ∅=∩BA  
Αυτά λέγονται και ξένα µεταξύ τους ή αµοιβαίως αποκλειόµενα. 
∆ηλαδή τα ξένα ενδεχόµενα δεν έχουν κοινά στοιχεία 
δηλαδή τα ξένα ενδεχόµενα δεν πραγµατοποιούνται ταυτόχρονα. 
 

 

Α Β

Ω

∅=∩ ΒΑ

 
 
 
 

 Ω 

BA − ΑΒ −

Α Β

 
 
 
 

 Ω 

( )′∪BA

Α Β

 

 Το ενδεχόµενο Α  πραγµατοποιείται………………. 
 

  Το ενδεχόµενο Α  δεν πραγµατοποιείται………… 
 

  Ένα τουλάχιστον από τα Α , Β  πραγµατοποιείται. 
 

  Πραγµατοποιούνται αµφότερα τα Α  και  Β……… 
  ∆εν πραγµατοποιείται κανένα από τα Α  και Β…. 
  Πραγµατοποιείται µόνο το Α  και όχι το Β……….. 
  Η πραγµατοποίηση του Α  
συνεπάγεται και την πραγµατοποίηση του Β…….. 

.……..…………. Aω ∈  
….… Aω ′∈   ή Aω ∉  
.…..………. BAω ∪∈  
.…..………. BAω ∩∈  
.………... )BA(ω ′∪∈  

. BAω −∈  ή BAω ′∩∈  
 

………………… BA ⊆  

®
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ΕΝΝΟΙΑ  ΤΗΣ  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 
 
Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά του πειράµατος τύχης 
είναι η αβεβαιότητα για το ποιο αποτέλεσµα του πειράµατος θα εµφανιστεί 
σε µια συγκεκριµένη εκτέλεσή του.  
Εποµένως, ένα ενδεχόµενο 
δεν µπορούµε µε βεβαιότητα να προβλέψουµε αν θα πραγµατοποιηθεί ή όχι. 
Γι’ αυτό είναι χρήσιµο  
να αντιστοιχίσουµε σε κάθε ενδεχόµενο έναν αριθµό που θα είναι ένα µέτρο της 
“προσδοκίας” µε την οποία αναµένουµε την πραγµατοποίησή του.  
Τον αριθµό αυτό τον ονοµάζουµε πιθανότητα του ενδεχοµένου.  
Αν Α  είναι το ενδεχόµενο, η πιθανότητα συµβολίζεται µε )Α(Ρ  
 

Σχετική συχνότητα  

3.10 Να αναφέρετε τι ονοµάζουµε σχετική συχνότητα ενός ενδεχοµένου. 
Απάντηση 

Έστω ότι ο χώρος ενός πειράµατος  
είναι το πεπερασµένο σύνολο }ω,...,ω,ω{Ω λ21=   

Αν σε ν  εκτελέσεις  αυτού το ενδεχόµενο Α  πραγµατοποιείται κ  φορές 

τότε ο λόγος 
v
κ  ονοµάζεται σχετική συχνότητα του Α  και συµβολίζεται µε Af  

 

Θεώρηµα  

3.11  Έστω τα απλά ενδεχόµενα }ω{},...,ω{},ω{ λ21  ενός πειράµατος τύχης   

τα οποία πραγµατοποιούνται λ21 κ,...,κ,κ  φορές αντιστοίχως. 

Έστω και οι σχετικές συχνότητες 
v
κf,...,

v
κf,

v
κf λ

λ
2

2
1

1 ===  αυτών. 

Είναι   1
ν
κf0 i

i ≤≡≤   , µε λ,...,2,1i =  

             1f...ff λ21 =+++  
Απόδειξη 
 

Είναι 1
ν
κf0 i

i ≤≡≤ ,  µε λ,...,2,1i =  …αφού νκ0 i ≤≤  

Είναι 1
v
v

v
κ...κκf...ff λ21

λ21 ==
+++

=+++  ®



 
 

Θεωρία                                                                                                                                                     32 

Γενική παιδεία                                                                                                                              Γ΄ Λυκείου 

Επ ιτρ έπ ετα ι  η  χρή ση  του εκπα ιδ ευ τ ικ ο ύ  υλ ικο ύ εν τό ς του  φ ρον τ ισ τη ρ ίο υ  

Νόµος µεγάλων αριθµών   

3.12 Όταν ο αριθµός των δοκιµών αυξάνει απεριόριστα 

η σχετική συχνότητα καθενός από τα στοιχειώδη ενδεχόµενα 
τείνει να στρογγυλοποιηθεί σε ένα συγκεκριµένο αριθµό. 
Η πιο πάνω αντίληψη είναι εµπειρική 
και ονοµάζεται  νόµος των µεγάλων αριθµών ή στατιστική οµαλότητα. 
 

 
Κλασικός ορισµός πιθανότητας 
 

3.13 Να αναφέρετε πως ορίζεται η πιθανότητα ενός ενδεχοµένου Α  

σε ένα δειγµατικό χώρο πεπερασµένου πλήθους στοιχείων µε ισοπίθανα απλά 
ενδεχόµενα. 
Απάντηση 

Έστω το πείραµα µε ν  ισοπίθανα αποτελέσµατα  
δηλαδή µε αποτελέσµατα που η σχετική συχνότητα καθενός από τα απλά 
ενδεχόµενα στρογγυλοποιείται στον ίδιο αριθµό. 

Η σχετική συχνότητα ενός ενδεχοµένου µε κ στοιχεία θα τείνει στον αριθµό 
ν
κ  

Έτσι σε ένα πείραµα µε ισοπίθανα αποτελέσµατα  

ορίζουµε σαν σχετική συχνότητα του ενδεχοµένου Α  

τον αριθµό 
νΠεριπτώσεω∆υνατώνΠλήθος
νΠεριπτώσεωΕυνοϊκώνΠλήθος)A(P =

)Ω(N
)A(N

=  

Αυτή ονοµάζεται και πιθανότητα του ενδεχοµένου Α  
Πρόκειται για τον  κλασικό ορισµό πιθανότητας που διατυπώθηκε από τον Laplace. 
 

Πιθανότητα βέβαιου και αδύνατου ενδεχόµενου 

3.14 Αν Ω  είναι ένας χώρος, τότε 1
)Ω(N
)Ω(N)Ω(P ==  και  0

)Ω(N
)(N)(P =

∅
=∅  

Για κάθε ενδεχόµενο Α  του Ω  ισχύει 1)A(P0 ≤≤  
 
 

Για να χρησιµοποιήσουµε το κλασικό ορισµό της πιθανότητας µε πεπερασµένο 
πλήθος στοιχείων, είναι απαραίτητο τα απλά ενδεχόµενα να είναι ισοπίθανα. 
Υπάρχουν πειράµατα τύχης  
που ο χώρος δεν αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα. 
Έτσι γενικότερα, χρησιµοποιούµε τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας. 
 

®
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Αξιωµατικός ορισµός πιθανότητας 
 

3.15 Να αναφέρετε πως ορίζεται η πιθανότητα ενός ενδεχοµένου Α  

σε ένα δειγµατικό χώρο πεπερασµένου πλήθους στοιχείων. 
 
 

Απάντηση 
 

Έστω }ω,...,ω,ω{Ω ν21=  χώρος µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. 

Ορίζουµε σαν πιθανότητα του iω  τον αριθµό )ω(P i  

τον οποίο θα αντιλαµβανόµαστε σαν τη σχετική συχνότητα 
 

ώστε   1)ω(P0 i ≤≤  
 

  και   1)ω(P...)ω(P)ω(P ν21 =+++  
 

  Επίσης σαν πιθανότητα )A(P  ενός ενδεχοµένου ∅≠= }α,...,α,α{A κ21   

λέµε το άθροισµα )α(P...)α(P)α(P κ21 +++  
 

  Επίσης δεχόµαστε ότι 0)(P =∅  
 
 
 

Είναι φανερό ότι για κάθε ενδεχόµενο Α  ισχύει 1)A(P0 ≤≤  

 
 

Εδώ προφανώς είναι 
v
1)ω(P i ≠   

 

Να τονίσουµε ότι  

ο αξιωµατικός ορισµός στην περίπτωση που  
v
1)ω(P i =  , ν,...,2,1i =  δίνει τον 

κλασικό ορισµό πιθανότητας. 
 

 
Σχόλια  

3.16 Με τη φράση “ Παίρνουµε τυχαία ένα στοιχείο του Ω “ 

θα εννοούµε ότι όλα τα δυνατά αποτελέσµατα iω  είναι ισοπίθανα µε 
v
1)ω(P i =    

v,...,2,1i =  
 

Στην περίπτωση που δεν ισχύει ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας  
σαν πιθανότητα του ενδεχοµένου Α , λαµβάνεται γενικά το όριο της σχετικής  
του συχνότητας.  
 
 

®
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Κανόνες λογισµού των πιθανοτήτων 

 
Έστω ο δειγµατικός χώρος Ω  
 
Απλός προσθετικός νόµος 
 

3.17   Για τα ξένα µεταξύ τους ενδεχόµενα Α και Β , είναι )B(P)A(P)BA(P +=∪  

Απόδειξη 

 
Αν κ)A(N =  και λ)B(N =  
 

τότε το BA ∪  έχει λκ +  στοιχεία  
 

γιατί τα Α  και B  είναι ξένα µεταξύ τους ενδεχόµενα. 
 
∆ηλαδή έχουµε )Β(Ν)Α(Νλκ)BA(N +=+=∪  

 

Εποµένως 
)Ω(Ν

)BA(Ν)BA(Ρ ∪
=∪

)Ω(Ν
)Β(Ν)Α(Ν +

=
)Ω(Ν
)Β(Ν

)Ω(Ν
)Α(Ν
+= )Β(Ρ)Α(Ρ +=  

 
 
 

Αν τα Α , Β  και Γ  είναι ανά δύο ασυµβίβαστα, είναι )Γ(P)B(P)A(P)ΓBA(P ++=∪∪  

 
 
 

 
Συµπληρωµατικά ενδεχόµενα  

3.18   Για δύο συµπληρωµατικά ενδεχόµενα Α  και A′ , είναι )A(P1)A(P −=′  

Απόδειξη 

 
Επειδή ØAA =′∩  
 

δηλαδή τα Α  και A′  είναι ασυµβίβαστα  
 

σύµφωνα µε τον προσθετικό νόµο  
 

είναι )A(P)Α(P)AA(P ′+=′∪  ⇔  )A(P)Α(P)Ω(P ′+=  ⇔  )A(P)Α(P1 ′+=  
 

Οπότε )A(P1)Α(Ρ −=′  

 

  Ω  

Α

Α ′

  Ω 

Α Β

®
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ΑΑ

ΒΑ −

Β

Ω

Προσθετικός νόµος 
 

3.19   Για δύο ενδεχόµενα Α  και Β , είναι )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪  

Απόδειξη 
 

Είναι ( ) )BA(N)B(N)A(NBΑN ∩−+=∪  

 αφού στο άθροισµα )B(N)Α(N +  

  το πλήθος των στοιχείων του BA ∩ υπολογίζεται 2 φορές. 
 

Αν διαιρέσουµε τα µέλη της ισότητας )BA(N)B(N)A(N)BΑ(N ∩−+=∪ , µε )Ω(N  
 

έχουµε: ( ) ( )
)Ω(N
BAΝ

)Ω(N
)B(N

)Ω(N
)A(N

)Ω(N
BΑN ∩

−+=
∪  

 

Οπότε )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪  

 
∆ιάταξη 

3.20   Για δύο ενδεχόµενα Α  και  Β  µε BA ⊆ , είναι )B(P)A(P ≤  

Απόδειξη 
 

Επειδή  ΒΑ ⊆  έχουµε  )B(N)A(N ≤    

                                       
)Ω(N
)B(N

)Ω(N
)A(N
≤  

Οπότε )B(P)A(P ≤  

 
∆ιαφορά ενδεχοµένων 

3.21   Για δύο ενδεχόµενα Α  και Β , είναι )BA(P)A(P)BA(P ∩−=−  

Απόδειξη 
 

Επειδή τα ενδεχόµενα BΑ −  και BA ∩  είναι ασυµβίβαστα  
 

και  A)BA()BΑ( =∩∪−    
 

σύµφωνα µε τον προσθετικό νόµο 
 

έχουµε )BA(P)BA(P)Α(Ρ ∩+−=  
 

 
Οπότε είναι )BA(P)A(P)BA(P ∩−=−  

 

  Ω 

Α
Β

 
 

 BA∪  

 Ω 

Α Β
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